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    الحساب الشّعاعي والهندسة التّحليلية   
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الكفاءات المستهدفة

· التّعرف على تساوي شعاعين.

· التّعرف على مجموع شعاعي وإنشاؤه. 
· التّعرف على جداء شعاع بعدد حقيقي.
· التّعليم على مستقيم، وفي المستوي.
· التّعرف على استقامية ثلاث نقط.
· التّعبير عن توازي شعاعين واستقامية ثلاث نقط في معلم. 
· التّعرف على معامل توجيه مستقيم. 
· إنشاء مستقيم عُلِمت معادلة له.
· إيجاد معادلة لمستقيم.
· حل جملة معادلتين خطيتين لمجهولين.
· حل مسائل تؤدي إلى استخدام جملة معادلتين خطيتين لمجهولين.
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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يعتبر مفهوم الأشعة حديث النّشأة مقارنة مع مفاهيم أخرى في الرّياضيات، فظهوره يعود إلى القرن التّاسع عشر حينما لاحظ إرمان قنتر قراسمان سنة 1832م أنّه بسبب اتجاه كلّ من  AB   و BA  فإنهما متعاكسان، وهي الفكرة التي وصل بها إلى مفهوم  (المجموع الهندسي) الذي سمح فيما بعد بتمديد الدّستور
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 إلى ثلاث نقط كيفية.
وقد عمل كلّ من قراسمان  وهملتون وموبيوس على إعطاء عمليات  وقواعد الحساب الشعاعي  وجاء فيما بعد الرياضي ويليام كليفورد (1845م-1879م) فهذّب هذه القواعد وصاغها في الشكل الذي نعرفه اليوم.
أما بالنّسبة إلى الهندسة التّحليلية التّي وفّرت لنا إمكانية تعريف كائن هندسي بواسطة علاقة تربط بين الإحداثيات، نجد أنّ العمل        بها سابق لظهور الأشعة، فقد استعملت من قبل أبولونيوس (260- 200 ق.م) عندما عبر عن معادلات كل من القطع المكافئ و الناقص و الزائد واستعملت كذلك من طرف عمر الخيام والثابت ابن قرة غير ان روني ديكارت (1596م-1665م) اعتبر أب الهندسة التحليلية بما أضاف لها مع بيار دو فيرما (1601م-1665م).

في سنة 1795م أعطى الرياضي والفيزيائي قاسبار مونج للهندسة التّحليلية الصياغة الحديثة التي نستخدمها اليوم في بحث له تحت عنوان " أوراق التحليل مطبقة في الهندسة "
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نشاط 1. تساوي شعاعين 
أ) لاحظ الأشكال الأربعة الآتية ثمّ أكمل الجدول أدناه بوضع ( ()علامة الصحة و ( () علامة الخطأ في المكان المناسب.
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للشعاعين AB ، CD
	الشّكل (1)
	الشّكل (2)
	الشّكل (3)
	الشّكل (4)


	نفس المنحى 
	
	
	
	

	نفس الإتجاه
	
	
	
	

	نفس الطّول   
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ﺒ) في أي شكل لدينا AB = CD . 

نشاط 2. مجموع شعاعين
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أ) انقل الشّكل المجاور على ورقة مسطّرة، وعلّم النّقطتين B ، C حيث AB=u  وBC=v .
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ﺒ) ماذا يمثّل الشّعاع النّاتج AC بالنّسبة إلى الشّعاعين u ، v ؟
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ﺠ) علّم النّقطتين M ، N حيث LM=u  وLN=v ، ثمّ أنشئ النّقطة P بحيث يكون الرّباعي LMPN متوازي أضلاع.
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د) قارن بين الشّعاعين AC و LP .
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ﻫ) ماذا يمثّل الشّعاع النّاتج LP بالنّسبة إلى الشّعاعين u ، v ؟

نشاط 3. جداء شعاع بعدد حقيقي 
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1)أ) علّم نقطتين متمايزتين A ، B ، ثمّ أنشئ النّقطة C بحيث AC=AB+AB 

[image: image269.png]


[image: image270.png]


[image: image271.png]


ﺒ) قارن بين الشّعاعين AB و AC من حيث المنحى والاتجاه والطويلة.
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ﺠ)عبّر عن الشّعاع AC بدلالة الشّعاع AB (أي أكمل ما يأتي: AC=…(AB )

2) في الشّكل المقابل كلّ من النّقطتين R ، S تقسمان [LM] ، [LN] بنسبة 1 إلى 3 على التّرتيب.
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أ) قارن بين الشّعاعين MN و SR من حيث المنحى والاتجاه والطويلة.
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ﺒ) عبّر عن الشّعاع SR  بدلالة الشّعاع MN (أي أكمل ما يأتي: SR=…(MN )
نشاط 4. الارتباط الخطي لشعاعين - التوازي – الاستقامية
أ) ارسم متوازي أضلاع ABCD مركزه النّقطة O، وعلّم النّقطتين E ، F من [BC] حيث CE = EF = FB.
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ﺒ) أنشئ النّقطة G حيث 
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ﺠ) عبّر عن الشّعاع AF بدلالة الشّعاع AG ، ماذا يمكنك أن تقول عن النّقط A ، G ، F ؟
نشاط 5. المعلم على مستقيم، وفي المستوي 
لتكن A ، B ، C ثلاث نقط في معلم (O ;I ,J) كما في الشّكل المقابل.
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أ) أنجز على ورقة مسطّرة مثيلا لهذا الشّكل.

ﺒ) اكتب إحداثيي كلّ من النّقط  A ، B ، C.

ج) علّم منتصف [AB] وعيّن إحداثييها بطريقتين.
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د) اكتب مركبتي كلّ من الشّعاعين OA ، BC.
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ﻫ) علّم النّقطة D التي إحداثييها (4 ; – 4)، وعيّن مركبتي كلّ من الشّعاعين AB ، DC، ثمّ استنتج نوع الرّباعي ABCD.
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و) نضع OI = i و OJ = j  
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( علّم النّقطة M المعرّفة بالعلاقة: OM= 2 i  – 3 j
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( عبّر عن الأشعة OA ،  OC ،  AB  بدلالة الشّعاعين i   ،  j  
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نشاط 6. معادلة مستقيم
المستوي مزوّد بمعلم (O ;I ,J)
1) نعتبر مجموعة النّقط M(x ;y) بحث 
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أ) أكمل الجدول الآتي بنقط من هذه المجموعة.

ﺒ) علّم النّقط A ، B ، C ، D ، وماذا تلاحظ ؟ 

ﺠ) باستعمال الشّعاعين AB و AC بيّن أنّ النّقط A ، B ، C في استقامية.

د) هل مركبتي النّقطة  E(3 ;2) تحقّق المعادلة 
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؟ علّم النّقطة E ، وهل هي في استقامية مع النّقط A ، B ، C ، D ؟
2) علّم النقطتين A(-2 ;1)  ، B(2 ;3) ، وارسم المستقيم (AB)، ولتكن M(x ;y) نقطة من (AB) 
أ) عبّر بدلالة x و y عن الشّعاع AM 

ﺒ) استنتج علاقة بين x و y تترجم استقامية النّقط A ، B ، M .
نشاط 7. جملة معادلتين خطيتين لمجهولين 
نعتبر جملة المعادلتين 
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أ) من بين الثنائيات الآتية بيّن التّي تحقّق المعادلة (E1) فقط، والتّي تحقّق المعادلة (E2) فقط، والتّي تحقّق الجملة: (0 ;2)   ،  (2 ;1)    ،   (5 ;0)    ،     (-4 ;0)   ،    (2 ;3)    ،    (7 ;-2)
ﺒ) اكتب كلاّ من المعادلتين (E1) ، (E2) عل الشّكل y = a x + b ، ثمّ ارسم في معلم ( O ; i , j ) المستقيمين (D1) ، (D2) ، وأوجد إحداثيي نقطة تقاطعهما.

1. الأشعّة والحساب الشعاعي
·  مفهوم الشّعاع
تعريف1
  A ، B نقطتان من المستوي نقول أنّ الثنائية (A ; B) تعيّن شعاعا 

      نرمز له بالرّمز AB أو v  

·  إذا كانت النّقطة A منطبقة على النّقطة B فإنّ الشعاع AB يصبح معدوما 

   ونكتب v = AA = 0
·  يسمّى طول قطعة المستقيم [AB] طويلة الشعاع AB ، ونكتب: || AB || = AB
·  إذا كان AB شعاعا غير معدوم فإنّ منحى الشعاع AB هو منحى المستقيم (AB)
·  إذا كان لشعاعين v ، v'  نفس المنحى، وبوضع v = AB و v' = AC  فإنّه: 

( يكون للشعاعين v ، v'  نفس الاتجاه إذا كانت النّقطة C تنتمي إلى نصف المستقيم (AB] .

( يكون للشعاعين v ، v'  اتجاهان متعاكسان إذا كانت النّقطة A تنتمي إلى قطعة المستقيم [AB] .

                            

   v ، v'  لهما نفس الاتجاه                         v ، v' لهما اتجاهان متعاكسان
ملاحظة: ليس للشعاع المعدوم منحى.

·  تساوي شعاعين
تعريف2 
نقول عن شعاعين أنّهما متساويان إذا كان لهما نفس المنحى، ونفس الاتجاه، ونفس الطويلة.  

مثال:

                                     v = AB = CD = EF 

نتيجة
من أجل كلّ أربع نقط A ، B ، C ، D من المستوي لدينا:  

  AB = CD   معناه  [AD] و [BC] لهما نفس المنتصف                                    


· مجموع شعاعين 
تعريف3
مجموع شعاعين u و v  هو الشّعاع الذي نرمز له بالرّمز v + u  والمعرّف 

كما يأتي:

بفرض A نقطة كيفية، نعلّم نقطة B بحيث AB=u ثمّ نقطة C بحيث BC=v 
عندئذ يكون = AC  v + u
نتائج
( من أجل كلّ ثلاث نقط A ، B ، C من المستوي فإنّ: AB + BC = AC  (  تسمّى هذه العلاقة علاقة شال)

( إذا مثّلنا شعاعين u و v من نفس المبدأ A ، ( مثلا  u=AB و v=AC ) فإنّ مجموعهما v + u  

   يساوي AD  حيث ABDC متوازي أضلاع.

( إذا كان ABDC متوازي أضلاع فإنّ:  AB + AC = AD
( الشّعاعان المتعاكسان

من أجل كلّ نقطتين A ، B من المستوي فإنّ: AB + BA = AA =  0
تعريف4

تعريف5  
لحساب فرق الشّعاعين  u و v  بهذا التّرتيب، نضيف إلى الشّعاع u معاكس الشّعاع v
نكتب: u – v = u + (– v ) 

مثال:
ليكن   u = AB  و  v = CB   لدينا: 
u – v = AB – CB  = AB + BC = AC

· جداء شعاع بعدد حقيقي
تعريف6   
 u شعاع غير معدوم وk عدد غير معدوم.

جداء الشّعاع u بالعدد k هو الشّعاع الذي نرمز له بالرّمز k u  والمعرّف كما يأتي:

( u و k u لهما نفس المنحي ونفس الاتجاه إذا كان k > 0.

( u و k u لهما نفس المنحي واتجاهان متعاكسان إذا كان k < 0.

( طويلة الشّعاع k u تساوي جداء طويلة u بالعدد ( k ( أي  (( k u (( = ( k (( (( v ((
ملاحظة: عندما  u = 0 أو k = 0 نصطلح على وضع k u = 0
أمثلة:
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خواص: نقبل الخواص الآتية
 u ، v  شعاعان ، و k ، k' عددان.

(  k ( u + v ) = k u + k v 

(  k ( k' u ) = ( k k' ) u

( ( k + k' ) u = k u + k' u 

(  1 u  =  u
(  k u = 0   يكافئ  [ k = 0 ا و  u = 0 ]
أمثلة:

( 5 AB + 5 BC = 5 ( AB + BC ) = 5 AC  


بتطبيق الخاصة ( ثمّ علاقة شال
( 7 u – 5 u = ( 7 – 5 ) u = 2 u  



بتطبيق الخاصة (
(  
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بتطبيق الخاصة ( ثمّ الخاصة (
(  2AM = 0 يكافئ AM = 0  ، وبالتالي النقطتان M و A منطبقتان 
بتطبيق الخاصة (
· توازي شعاعين 
تعريف7 
نقول عن شعاعين u و v أنّهما مرتبطان خطيا إذا كان أحدهما يساوي جداء الآخر بعدد حقيقي. 

أي إذا وجد عدد حقيقي k حيث v = k u  .
ملاحظة: الشّعاع المعدوم مرتبط خطيا مع أي شعاع. بالفعل من أجل كلّ شعاع u لدينا: 0 = 0 ( u  

نتيجة مباشرة 
يكون الشّعاعان غير المعدومين مرتبطين خطيا إذا وفقط إذا كان لهما نفس المنحى.
( التوازي والاستقامية 

مبرهنة1 
يكون المستقيمان (AB) و (CD) متوازيين إذا وفقط إذا
كان الشّعاعان AB و CD مرتبطين خطيا.

ملاحظة: هذه المبرهنة هي نتيجة مباشرة للتّعريف والنتيجة السّابقة.
مبرهنة2 
تكون النّقط A ، B ، C في استقامية إذا وفقط 

إذا كان الشّعاعان AB و AC  مرتبطين خطيا.

2. المعلم للمستوي
O ، I ، J ثلاث نقط متمايزة من المستوي وليست في استقامية. نقول إنّ النّقط O ، I ، J  بهذا التّرتيب تعيّن معلما للمستوي مبدؤه النّقطة O. 

نضع OI = i ، OJ = j . إنّ الشّعاعين i و J غير مرتبطين خطيا نسمّيهما أشعة الأساس ، ونرمز للمعلم بالرّمز ( O ; i , j ) ونسمّي (OI) محور الفواصل، و (OJ) محور التّراتيب.

ملاحظة: توجد ثلاثة أنواع من المعالم للمستوي

    معلم كيفي



معلم متعامد


معلم متعامد ومتجانس
                    






(OI)((OJ) 
                  (OI)((OJ)  
و OI=OJ=1u (u وحدة طول)
· إحداثيا نقطة – مركبتا شعاع
مبرهنة3 


ليكن ( O ; i , j )معلما للمستوي .

1)  من أجل كلّ نقطة M من المستوي ، توجد ثنائية وحيدة من الأعداد الحقيقيّة (x ;y) 

بحيث OM  =  x i+ y j
2)  من أجل كلّ شعاع u ، توجد ثنائية وحيدة من الأعداد الحقيقيّة (x ;y) 

بحيث u  =   x i+ y j
برهان:
 ( O ; i , j ) معلم للمستوي، نضع i = OI  و j = OJ 
1) لتكن M نقطة كيفية من المستوي. 

المستقيم الذي يشمل النّقطة M ويوازي (OI) يقطع (OJ) في النّقطة L
والمستقيم الذي يشمل النّقطة M ويوازي (OJ) يقطع (OI) في النّقطة P
الشّعاعان OP و i مرتبطان خطيا، ومنه يوجد عدد حقيقي x حيث OP=x i 

الشّعاعان OL و j مرتبطان خطيا، ومنه يوجد عدد حقيقي y حيث OL=y j 
وبما أنّ OM = OP  +  OL  (كون الرّباعي OPML متوازي أضلاع) 

وبالتّالي نستنتج أنّه توجد ثنائية من الأعداد الحقيقيّة (x ;y) بحيث OM  =  x i+ y j
2) ليكن u شعاعا كيفيا من المستوي.

نرمز بالرّمز M للنّقطة المعرّفة بالعلاقة OM  =  u . حسب البرهان السابق توجد ثنائية من الأعداد الحقيقيّة (x ;y) بحيث OM  =  x i+ y j أي  u  =  x i+ y j
( في كلّ من (1) و (2) ثنائية من الأعداد الحقيقيّة (x ;y) وحيدة ، لأنه: 

إذا كان  x i  +  y j  =  x' i  +  y' j  فإنّ  x  =  x'  و y  =  y' 

مثال

OM = OP  +  OL = 3 i  +  4 j
النّقطة M إحداثياها ( 3 ; 4 ) 
الشّعاع OM  مركّبتاه 
[image: image8.wmf]÷
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لدينا u = 3 i  +  4 j  ومنه الشّعاع u مركّباته 
[image: image9.wmf]÷
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نتائج:

( O ; i , j ) معلم للمستوي ، و u شعاع مركّبتاه 
[image: image10.wmf]÷
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 ، و v شعاع مركّبتاه 
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 ، و k عدد حقيقي.
1) تساوي شعاعين:  u = v   يكافئ [   x = x'  و  y = y'  ].

2) مجموع شعاعين: مركبتا المجموع u + v  هما 
[image: image12.wmf]÷
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3) مركبتا الشّعاع   k u   هما 
[image: image13.wmf]÷
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برهان النتائج السابقة:
1) نضع M ، M' حيث u = OM و v = OM' . لدينا OM = OM'  يكافئ M = M' . 

وبالتالي  [   x = x'  و  y = y'  ]

2) لدينا :    
[image: image14.wmf])
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3) لدينا :  
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مثال:

لدينا في الشكل المقابل:
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 ، ومنه 
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أي 
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 ، ومنه 
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( حساب مركبتي شعاع وإحداثيي منتصف قطعة مستقيم
مبرهنة4 
  لتكن 
[image: image24.wmf])

;

(

A

A

y

x

A

 ، 
[image: image25.wmf])

;

(

B

B

y

x

B

 في معلم ( O ; i , j ) .

1) مركبتا الشّعاع AB هما  
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2) إحداثيا M منتصف [AB] هما 
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برهان:
1)                AB = AO  +  OB  =  OB  – OA    
       
[image: image28.wmf])
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[image: image29.wmf]j
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2)   لدينا 2 OM = AB + AC  (أنظر طرائق وتمارين محلولة (1)) 
من تساوي شعاعين نجد: 2 xM = xA + xB   و  2 yM = yA + yB  ومنه المطلوب.
( شرط الارتباط الخطي لشعاعين
مبرهنة5 
ليكن 
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 في معلم ( O ; i , j ) .

يكون الشّعاعان u و v مرتبطين خطيا إذا و فقط إذا كان x y' – x'y  =  0  .
برهان:
(  إذا كان u ، v مرتبطين خطيا ، فإنّ أحدهما يساوي جداء الآخر بعدد حقيقي: نفرض أنّ v =k u (وبنفس الطريقة نبرهن في حالة u = k v )

أنّ x' = k x  و y' k y  ، ومنه x y' – x'y  =  x(ky)  –  (kx)y =  0
وبالتّالي: إذا كان الشّعاعان u و v مرتبطين خطيا فإنّ x y' – x'y  =  0  
(  إذا كان 
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 حيث x y' – x'y  =  0   لنبيّن أنهما مرتبطان خطيا نميّز حالتين:

الحالة (1): الشّعاعان u ، v معدومان ، وبالتّالي فهما مرتبطان خطيا.
الحالة (2): أحد الشّعاعين u ، v غير معدوم وليكن u ، وبالتّالي فإنّ إحدى مركّباته x أو y غير معدومة، ولتكن y ( 0 (وبنفس الطريقة نبرهن في حالة x).
بما أنّ x y' – x'y  =  0  فإنّ  
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وبوضع 
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ومنه v = k u وبالتّالي u و v مرتبطان خطيا.
وبالتّالي: إذا كان  x y' – x'y  =  0  فإنّ الشّعاعين u و v مرتبطان خطيا.
مثال:

في الشّكل لدينا 
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نستطيع التّحقّق من أن 6((–1) –2(–3)=0  وكذلك  v = –2 u
ملاحظة:

تسمّى المساواة  x y' – x'y  =  0  شرط الارتباط الخطي لشعاعين ويمكن أن تكتب x y' = x'y  وهي تترجم في جدول تناسبية كالآتي: 

( المسافة بين نقطتين 
مبرهنة6  
ليكن 
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 في معلم متعامد ومتجانس ( O ; i , j ) .

المسافة بين النّقطتين A و B تساوي 
[image: image43.wmf](
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يمكن البرهان على أنّ 
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 باستعمال مبرهنة فيثاغورس في المثلّث ABC.
مثال:

في الشّكل A(4 ;1) و B(1 ;3) و 
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لدينا 
[image: image46.wmf](
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و  
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3. معادلة مستقيم

في كلّ ما سيأتي نعتبرالمستوي مزوّد بمعلم ( O ; i , j )
( شعاع توجيه مستقيم 

كلّ نقطتين A و B متمايزتين تعينان مستقيما (AB) ، ومن أجل كلّ نقطة M من (AB) فإنّ AB و AM مرتبطان خطيا. نقول أنّ AB هو شعاع توجيه للمستقيم (AB). 
تعريف8 

يسمّى كلّ شعاع له منحى مستقيم، شعاع توجيه لهذا المستقيم.

ملاحظة:

إذا كان AB شعاع توجيه للمستقيم (D) ، فكلّ شعاع غير معدوم ومرتبط خطيا بالشعاع AB هو أيضا شعاع توجيه للمستقيم (D)
مثال: كلّ من AB ، u ، v هو شعاع توجيه للمستقيم (D). 

تعريف9  
معامل توجيه مستقيم هو المركبة الثانية لشعاع توجيه لهذا المستقيم مركبته الأولى تساوي واحد.
في الشّكل السابق معامل توجيه (D) هو العدد a.
( معادلة مستقيم يوازي محور التّراتيب

A و B نقطتان لهما نفس الفاصلة a أي xA =  xB = a . كلّ نقطة M من المستقيم (AB) فاصلتها xM = a . إنّ المستقيم (AB) يوازي محور التّراتيب.

الشّعاع 
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 هو شعاع توجيه للمستقيم (AB)
مبرهنة7 

1) كلّ مستقيم يوازي محور التّراتيب له معادلة من الشّكل x = a  و a عدد حقيقي.

2) مجموعة النّقط M(x ;y) بحيث x = a  و a عدد حقيقي هي مستقيم يوازي محور التّراتيب. 
( معادلة مستقيم لا يوازي محور التّراتيب

إذا كان للنّقطتين A و B فاصلتان مختلفتان أي xA (  xB  فإنّ المستقيم (AB) لا يوازي محور التّراتيب 

مبرهنة8 

كلّ مستقيم لا يوازي محور التّراتيب له معادلة من الشّكل y = a x  +  b . 

برهان:
ليكن (D) مستقيم لا يوازي محور التّراتيب ويشمل النّقطة A(xA ; yA)، أنّ (D) له شعاع توجيه من الشّكل 
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لتكن M نقطة إحداثياها (x ;y)، أنّ  
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لدينا: M تنتمي إلى (D) يكافئ AM  و u مرتبطان خطيا. 

ومنه M تنتمي إلى (D) يكافئ 
[image: image51.wmf](

)

(

)

A

A

x

x

a

y

y

-

´

=

-

´

1


أي : 
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وبوضع 
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 تصبح المعادلة من الشّكل 
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مبرهنة9
 a ، b عددان حقيقيان. مجموعة النّقط M(x ;y) حيث 
[image: image55.wmf]b
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 هي مستقيم (D) لا يوازي محور التّراتيب. 

المستقيم (D) هو التمثيل البياني للدّالة التآلفيّة 
[image: image56.wmf]b
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الشّعاع 
[image: image57.wmf]÷
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 هو شعاع توجيه للمستقيم (D) ، والعدد a هو معامل توجيهه.
مثال1:


معادلة (D1): x = - 2
   معادلة (D2): y =  2 x  +  5
      معادلة (D3): y = 4

[image: image58.wmf]÷
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 شعاع توجيه لـِ (D1)
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 شعاع توجيه لـِ (D2)
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 شعاع توجيه لـِ (D3)
لا يوجد معامل التوجيه
   معامل توجيهه هو 2
      معامل توجيهه هو 0
مثال2: المعادلة  4 x + 3 y  =  12  تكتب على الشّكل
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،   فهي معادلة مستقيم (D) معامل توجيهه هو 
[image: image62.wmf]3
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كلّ من (0 ;4) و(3 ;0) تحقّق المعادلة:  4 x + 3 y  =  12 ، ومنه النّقطتين A(0 ;4) ، B(3 ;0) تنتميان إلى (D) .

( حساب معامل توجيه مستقيم

مبرهنة10 


من أجل كلّ نقطتين
[image: image63.wmf])
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 في معلم ( O ; i , j ) حيث
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 ، معامل توجيه المستقيم (AB) يساوي  
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برهان:

بما أنّ 
[image: image67.wmf]B
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 فالمستقيم (AB) لا يوازي محور التّراتيب ، وبالتّالي فله معادلة من الشّكل y = a x+b
وبما أنّ كلّ من النّقطتين A ، B تنتمي إلى (AB)  فإنّ  yA = a xA+b  و  yB = a xB+b
ومنه  yB - yA = a( xB - xA )  ،  وبالتّالي  
[image: image68.wmf]A
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مثال: معامل توجيه المستقيم (AB) في الشّكل المقابل يساوي 
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(AB) له معادلة من الشّكل 
[image: image70.wmf]b
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                                                    (يمكن حساب b بسهولة)
( شرط توازي مستقيمين

مبرهنة11 

يكون المستقيمان (D) و (D') اللذان معادلتاهما  y = a x+b  ،  y = a' x+b' على التّرتيب ،

متوازيين إذا وفقط إذا كان لهما نفس معامل التوجيه.    أي:  (D)  //  (D')  يكافئ   a = a' .
برهان:

لدينا 
[image: image71.wmf]÷
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 هو شعاع توجيه للمستقيم (D) ، و
[image: image72.wmf]÷
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 هو شعاع توجيه للمستقيم (D')
المستقيمان(D) و(D') متوازيان إذا وفقط إذا كان الشّعاعان u ، v مرتبطين خطيا، أي 1(a = 1(a'
وبالتّالي a = a'.
4. جملة معادلتين خطيتين لمجهولين
نعتبر فيما يلي (a ;b) ( (0 ;0)  و  (a' ;b') ( (0 ;0)
تعريف10 

نسمّي جملة معادلتين خطيتين لمجهولين كلّ جملة
[image: image73.wmf]'''
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  حيث a، b، c، a'، b'، c' أعداد معلومة.

ونعني بحل جملة معادلتين خطيتين لمجهولين إيجاد الثّنائيات (x ;y) التّي تحقّق المعادلتين في آن واحد
( التفسير البياني لحل جملة معادلتين خطيتين لمجهولين 
لتكن جملة المعادلتين 
[image: image74.wmf]'''
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المعادلة a x   +  b y  =  c:

( تكتب على الشّكل 
[image: image75.wmf]a
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 من أجل  b = 0 
( تكتب على الشّكل 
[image: image76.wmf]b
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فهي في الحالتين معادلة مستقيم (D) ، وكذلك بالنّسبة إلى a' x   +  b' y  =  c' هي معادلة مستقيم (D').

(x ;y) حل لجملة المعادلتين معناه أن النّقطة M(x ;y) تنتمي إلى كلّ من المستقيمين (D) و(D')، وهذان المستقيمان هما إمّا متقاطعان ، وإمّا متوازيان تماما ، وإمّا منطبقان. 

وبالتّالي: 
جملة المعادلتين 
[image: image77.wmf]'''
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 إمّا لها حلا وحيدا ، وإمّا لا حل لها، وإمّا لانهاية لها من الحلول، وذلك حسب الوضع النّسبي للمستقيمين (D) و(D').

· عدد حلول جملة معادلتين خطيتين لمجهولين 
مبرهنة12 

لتكن جملة المعادلتين (S) : 
[image: image78.wmf]'''
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( إذا كان a b' (  b a'  (  0  فإنّ الجملة (S) تقبل حلا وحيدا. 

( إذا كان a b' (  b a'  =  0  فالجملة (S) إمّا لا حل لها، وإمّا لانهاية لها من الحلول.

تفسير المبرهنة

	a b' – b a'  (  0
	ab' – ba' =0
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	(D) ، (D') متقاطعان في M
الجملة لها حل وحيد (xM ;yM)
	لا توجد نقطة مشتركة بين
(D) ، (D')
والجملة ليس لها حل
	(D) ( (D')
والجملة لها لانهاية من الحلول




1. الحساب الشعاعي
·  استعمال خواص مجموع شعاعين (علاقة شال)
A ، B ، C ، D أربع نقط من المستوي .

بيّن أن  AB  +  DC  =  AC  +  DB 
وكذلك  AC  +  BD  =  AD  +  BC
	تعاليق
	حلّ

	· في التعبير عن شعاع باستعمال علاقة شال نستعمل نقطا مناسبة بالنّظر إلى ما هو مطلوب.  
	باستعمال علاقة شال لدينا:

AB  =  AC  +  CB   و DC  =  DB  +  BC  
بالجمع طرف إلى طرف نجد 

AB  +  DC  =  AC  +  DB  +  CB  +  BC   

و بما أنّ CB  +  BC = CC  =  0 فإنّ AB  +  DC  =  AC  +  DB
كذلك:

AC  +  BD  = AD  +  DC  +  BC  +  CD
AC  +  BD  = AD  +   BC  (لأنّ DC  +  CD = DD  =  0)

	طريقة
	

	( في مجموع شعاعين يمكن تطبيق نفس الخواص المعروفة في المجموع الجبري، مثل: التبديل والتّجميع.



·  كيف نبيّن مساواة شعاعية ؟

A ، B ، C ثلاث نقط ، I منتصف [BC] .

1) بيّن أنّه من أجل كلّ نقطة O فإنّ  AB  =  OB  -  OA 
2) بيّن أنّ:     2 AI  =  AB + AC 
	تعاليق
	حلّ

	· الشّعاعان AO و OA متعاكسان
         AO = ( OA  
· نعبّر عن  الشّعاع AI  باستعمال كلّ من الشّعاعين AB ، AC.

	1) لدينا حسب علاقة شال AB = AO  +   OB   ومنه 

AB = AO  +   OB= (( OA)   +   OB = OB  (   OA 
2) لدينا حسب علاقة شال:

AI  =  AB   +   BI   

AI  =  AC   +   CI   

وبالجمع طرف إلى طرف نجد:

2 AI  =  AB   +   AC   +  (BI  + CI)    

وبما أنّ  BI  + CI  =  0  لأنّ I منتصف [BC] فإنّ 

2 AI  =  AB   +   AC

	طريقة
	

	( لإثبات صحة مساواة شعاعية يمكن تفكيك أحد الطرفين والوصول إلى الطرف الآخر باستعمال علاقة شال وعبارات شعاعية تترجم وضعيات معطاة مثل:

  BI  + CI  =  0 أو BI  = IC  أو BC = 2 BI   ... للتّعبير عن  I منتصف [BC] .

	أو BC = 2 MN   للتعبير عن M ، N منتصفي [AB] ، [AC] في المثلّث ABC . 


·  جداء شعاع بعدد حقيقي (استعمال الأشعة للبرهان على أنّ نقطا في استقامية)

ABCD متوازي أضلاع ، و M منتصف [AD] ، و N نقطة بحيث  
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بيّن أنّ النّقط B ، N ، M في استقامية.
	تعاليق
	حلّ

	· سنبيّن أنّ الشّعاعين  BN وBM  مرتبطان خطيا.
· نعبّر عن كلّ من الشّعاعين BN  ، BM  بدلالة الشّعاعينBA، BC
	لدينا حسب علاقة شال:
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  (لأنّ 
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 ومنه    
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وكذلك: 
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   ومنه                  
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من (1) نجد 
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وبالتالي فان 
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 والشعاعان BM ، BN مرتبطان خطيا. 

ونستنج أن النّقط B ، N ، M في استقامية.

	طريقة
	

	( لإثبات أن نقطا B،N،M في استقامية يمكن إثبات أن شعاعين مثل BN و BM  مرتبطان خطيا



·  الارتباط الخطي لشعاعين (استعمال الأشعة لبرهان التوازي)
ABCD متوازي أضلاع ، النّقطة N منتصف [CD] ، والنّقطة M معرّفة بالعلاقة DM  =  2 AD.

بيّن أنّ المستقيمين (BN) و (CM) متوازيان.
	تعاليق
	حلّ

	· نبحث عن علاقة من الشّكل CM = k BN
· CD  =  2 CN  لأنّ N منتصف [CD]
· 
	لدينا:              BN  =  BA  +  AN      حسب علاقة شال

             =  BA  +  AD  +  DN                //
           =  CD  +  DN  +  AD         (لأنّ BA  =  CD)

ومنه               BN  =  CN  +  AD     

وبالتّالي       2 BN  =  2 CN  +  2  AD

        =  CD  +  DM    =   CM

	طريقة
	

	( لإثبات أن مستقيمين (مثل (BN) و(CM)) متوازيان يمكن إثبات أن الشّعاعين BN و CM مرتبطان خطيا. 


2. المعلم على مستقيم، وفي المستوي
·  حساب إحداثيي نقطة أومركبتي شعاع

( O ; i , j ) معلم للمستوي ، A((2 ;1) ،
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أ) احسب إحداثيي النّقطة A' صورة النّقطة A  بالانسحاب الذي شعاعه u.

ﺒ) احسب مركبتي الشعاع OM حيث  OM =2 u  ( 3 v . 
	تعاليق
	حلّ

	· مركبتا الشّعاع AB هما 
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· تساوي شعاعين معناه تساوي مركباتيهما. 

	أ) نفرض A'(x ;y) ، فيكون 
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من  AA'  =  u   نجد  
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  ومنه  x = (1  و y = 4
وبالتّالي A'((1 ;4)
ﺒ) لدينا: u = i  +  3 j   و  v = ( 4 i 

ومنه             OM =2 u  ( 3 v
OM =2 (i  +  3 j )  ( 3 (( 4 i )  = 2 i  +  6 j  +  12 i 
ومنه OM  =  14 i  +  6 j 

وبالتّالي 
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	طريقة
	

	( للبحث عن إحداثيي نقطة أو مركبتي شعاع يمكن ترجمة مساواة شعاعية إلى جملة معادلتين
( لتبسيط الحسابات على مركبات الأشعة يمكن إجراؤها عموديا كما يأتي على سبيل المثال:
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3.  معادلة مستقيم
· البحث عن معادلة مستقيم معرّف بنقطتين

( O ; i , j ) معلما للمستوي . A ، B نقطتان حيث A((3 ;1) ، B(4 ;2)
جد معادلة للمستقيم (AB) .
	تعاليق
	حلّ

	· المستقيم (AB) لا يوازي محور التّرتيب 
· يمكن تشكيل جملة معادلتين للبحث عن a ، b.
· يمكن الحصول على معامل توجيه المستقيم (AB) من العلاقة: 
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	بما أنّ النّقطتين A ، B ليس لهما نفس الفاصلة فإنّ للمستقيم (AB) معادلة من الشّكل y=ax+b .

إحداثيا النّقطة  A  تحقّق المعادلة y=ax+b   ومنه  

1 = a((3)  +  b ومنه b = 3 a  +  1 
إحداثيا النّقطة  B  تحقّق المعادلة y=ax+b   ومنه  

2 = a(4)  +  b ومنه b = (4 a  +  2 
وبالتّالي :    3 a  +  1 = (4 a  +  2   ومنه  7 a = 1 أي  [image: image105.wmf]7
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ومنه 
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والنتيجة: المعادلة التّي نبحث عنها هي: 
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10

x

7

1

y

+

=

 

( يمكن إيجاد معادلة للمستقيم (AB) باستعمال الارتباط الخطي للشعاعين AB و AM حيث النّقطة M(x ;y) تنتمي إلى (AB).

احسب مركبتي AB ومركبتي AM ، ثمّ طبّق شرط الارتباط الخطي للشعاعين AB و AM


	طريقة
	

	( لإيجاد معادلة مستقيم معرّف بنقطتين يمكن إتباع إحدى الطرائق الآتية:

(1) البحث عن a،b في المعادلة  y=ax+b  إذا كان هذا المستقيم لا يوازي محور التّراتيب .

(2) استعمال معامل توجيه المستقيم إذا كان هذا المستقيم لا يوازي محور التّراتيب .

(3) استعمال شرط الارتباط الخطي لشعاعين .


· البحث عن معادلة مستقيم يشمل نقطة معلومة ويوازي مستقيما معلوما 
( O ; i , j ) معلما للمستوي . (D) مستقيم معادلته y  = (2 x + 3  وA نقطة حيث A(2 ;3)  .
جد معادلة للمستقيم(D') الذي يشمل النّقطة A ويوازي المستقيم(D) 
	تعاليق
	حلّ

	· الشّعاع 
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 هو شعاع توجيه لكل من (D) ، (D')
· النّقطة A تنتمي إلى (D')
	بما أنّ المستقيمين (D) و (D') متوازيان فإنّ لهما نفس معامل التوجيه a = (2
للمستقيم (D') معادلة من الشّكل y = (2 x   +   b 
إحداثيا النّقطة  A  تحقّق المعادلة y = (2 x   +   b   ومنه  

3 = (2 (2)   +   b ومنه  b = 7 
والنتيجة: معادلة (D') هي: y = (2 x   +  7 

	طريقة
	

	( لإيجاد معادلة مستقيم يشمل نقطة معلومة ويوازي مستقيما معلوما يمكن اتباع إحدى الطريقتين الآتيتين:
(1) ملاحظة أنّ للمستقيمين نفس معامل التوجيه a، وتوظيفه في معادلة من الشكل y=ax+b
(2) ملاحظة أنّ للمستقيمين نفس شعاع التوجيه، واستعمال شرط الارتباط الخطي لشعاعين.


4. جملة معادلتين خطيتين لمجهولين
·  تعيين عدد حلول جملة معادلتين خطيتين لمجهولين والبحث عنها
نعتبر جمل المعادلتين الآتية: عيّن عدد حلول كلّ جملة ، وجدْها.
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	تعاليق
	حلّ

	· في كلّ جملة نعتبر المعادلة الأولى هي معادلة مستقيم (D) والثانية مستقيم (D') 
· يمكن التحقّق من عدد حلول الجملة (S1) بحساب المقدار  a b' – b a' 
 ab'–ba'=2((3)(1(1=(7(0
· يمكن حل الجملة (S1) بطريقة تعتمد أساسا على الجمع.
· يمكن حل الجملة (S1) بيانيا كما يأتي:

· يمكن التحقّق بيانيا من أنّ الجملة (S2) لا حل لها.

· يمكن استعمال الحاسبة البيانية لحل جملة معادلتين خطيتين.
	1) بالنّسبة إلى الجملة (S1)
نكتب المعادلة المختزلة لكل من (D) و (D'):

لدينا  
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بما أنّ  
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  فإنّ المستقيمين (D) و (D') متقاطعان ، ومنه الجملة (S1) تقبل حلا وحيدا 

إذا (x ;y) حل للجملة  (S1) فإنّ x = 3 y   (   3  (من المعادلة (2))
وبالتّعويض في المعادلة (1) نجد 2(3 y ( 3) +  y  =  8 وهي تكافئ y=2 .

وبالتّعويض في المعادلة (2) نجد x = 3  .

وبما أنّ  الجملة (S1) تقبل حلا وحيدا فهو (3 ;2) 
2) بالنّسبة إلى الجملة (S2)
نحسب المقدار  a b' – b a' فنجد ab'–ba'=((1)((6)(2(3=0 وبالتّالي فالجملة إمّا لها لانهاية من الحلول وإمّا ليس لها حل.

الجملة (S2) تكافئ  
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 بقسمة طرفي المعادلة (2) على (3 

لا توجد قيم لـِ (x ;y) تجعل(x + 2y  يساوي 6 و(4 في أن واحد
ومنه الجملة (S2) لا حل لها.

3) بالنّسبة إلى الجملة (S3)
نحسب المقدار  a b' – b a' فنجد ab'–ba'=((1)((6)(2(3=0 وبالتّالي فالجملة إمّا لها لانهاية من الحلول وإمّا لا حل لها.

الجملة (S2) تكافئ  
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 بقسمة طرفي المعادلة (2) على (3 

كلّ نقطة من المستقيم (D) الذي معادلته 
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 إحداثياها تحقّق الجملة (S3) .

نستنتج أنّ الجملة (S3) لها لا نهاية من الحلول من الشّكل:
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 و x عدد حقيقي. 

	طريقة
	

	( لمعرفة عدد حلول جملة معادلتين
[image: image121.wmf]'''
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 يمكن حساب المقدار ab' – ba'  

( فإذا كان غير معدوم ، فالجملة تقبل حلا وحيدا نبحث عنه بطريقة التعويض أو الجمع. 

( وإذا كان معدوما، نحوّل جملة المعادلتين إلى الشّكل 
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 ونقارن بين C و C' في حالة C(C'  الجملة ليس لها حل. في حالة C=C'  للجملة لانهاية من الحلول.



الهدف:  تعلّم طريقة للبرهنة باستعمال معلم؟
ABC مثلّث متقايس الأضلاع . M ، N منتصفا [AB] ، [AC] على التّرتيب ، و L منتصف [MN] . P نقطة معرّفة بالعلاقة AC=3AP .

بيّن أنّ النّقط B ، L ، P في استقامية. 
	حلّ

	نعتبر المعلم (B ;BC ;BA) . 

فيكون فيه A(O ;1)  ، C(1 ;0)    ، 
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حساب إحداثيي النّقطة P. 

 لدينا AC = 3 AP  ومنه  
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  ( لأن: 
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 نجد أنّ 
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حساب إحداثيي النّقطة L.

لدينا  BC=2MN=2(2ML)
ومنه  BC = 4 ML  ، وبالتالي 
[image: image130.wmf]14

1

04()

2

L

L

x

y

ì

=

ï

ï

ï

í

ï

=-

ï

ï

î

    ( لأن:  
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نجد أنّ 
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  ومنه  
[image: image135.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

1

4

1

L

;


مركبات الشّعاعين BL ، BP :
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بما أن 
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 فإنّ الشّعاعين BL ، BP مرتبطان خطيا.

نستنتج أنّ النّقط B ، L ، P في استقامية.

	خلاصة
	

	( عند حل بعض المسائل الهندسية يمكن اللجوء إلى تعريف معلم تكون فيه إحداثيات نقط الشّكل بسيطة ، أو حسابها بسيط، ثمّ العمل فيه باستغلال ما توفره الهندسة التحليلية من قواعد حسابية لإثبات للمطلوب.


إعادة استثمار

ABCD متوازي أضلاع ، النّقطة M منتصف [CD] ، والنقطة N معرّفة بالعلاقة 
[image: image139.wmf]AC
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بيّن باستعمال معلم مناسب أنّ النّقط M ، N ، B في استقامية.

معلومات عن برنامج إكسال (EXCEL)
تتكوّن ورقة الحساب في برنامج Excel من جدول له 65536   سطرا مرقّمة من 1 إلى 65536   و 256  عمودا مرقّمة بأحرف على المنوال  A ، B ، ... ، AB ، AC ، ... ، IV . فهي تحتوي على 16777216  خلية تعرّف كلّ منها برقم العمود متبوعا برقم السّطر مثل: B3 كما في الشّكل المقابل.

الهدف من هذا النشاط هو حل جملة معادلتين بيانيا باستعمال برنامج Excel
نعتبر جملة المعادلتين 
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· اكتب كلاّ من المعادلتين على الشّكل y = a x + b 

· افتح ورقة جديدة في برنامج Excel ، ثمّ اكتب في الخلايا A1 ، A2 ، A3 كلّ من x و y=x + 2  وy=(x+4 على التّرتيب.

· احجز العدد –3  في الخلية B1 و العدد -2 في الخلية C1  . حدّد الخليتين B1 ، C1 وضع الزّالق على الزّاوية السفلى على اليمين الخلية C1 فيتحول إلى رمز + ثمّ انقر على الزّر الأيمن للفأرة واسحب حتى الخلية L1
· احجز في الخلية B2 العبارة =B1 + 2 ثمّ انقر على لمسة 
· احجز في الخلية B3 العبارة =(B1 + 4 ثمّ انقر على لمسة 
· حدّد الخليتين B2 ، B3 وضع الزّالق على الزّاوية السفلى على اليمين للخلية B3 فيتحول إلى رمز + ثمّ انقر على الزّر الأيمن للفأرة واسحب حتى العمود L
· تحديد مجموعة الخلايا من A1 إلى L3: 

· انقر على الخلية A1 وبالمحافظة على وضع الضغط على الزّر الأيمن للفأرة، اسحب حتى الخلية L3 .
· اضغط على معالج البيانات لتفح النّافذه

أدناه، ثمّ اضغط داخلها بالترتيب على

(1) ثمّ (2) ثمّ (3) .


· يمكن الضغط على (2') لفتح نوافذ أخرى

وتخصيص نوعية عرض الشّكل لتحصل

في النتيجة على ما يأتي:



 ( O ; i , j ) معلم متعامد ومتجانس للمستوي.

أ) علّم النّقط A ، B ، C حيث A((2 ;2)  ،   OB=3 i  +  5 j   ،   
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ﺒ) عيّن إحداثيي النّقطة D بحيث ABCD متوازي أضلاع .
ﺠ) النّقطة M منتصف [BC]، والنّقطة  N تحقّق 3CN= CA . 

( بيّن أنّ النّقط  D ، N ، M هي في استقامية.

( ماذا تمثّل النّقطة N بالنّسبة إلى المثلّث BCD ؟
د) اكتب معادلة للمستقيم  الذي يشمل النّقطة B ويوازي المستقيم (AC)
ﻫ) تحقّق من أنّ
[image: image142.wmf]5
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 هي معادلة للمستقيم (CD). احسب إحداثيي D' نقطة تقاطع و(CD)
و) لتكن E(2 ;4) احسب أطوال أضلاع المثلّث ACE ، واستنتج نوعه.

	حلّ

	أ) النّقط B(3 ;5) ، ولتعليم النّقطة C نحسب إحداثييها

لدينا  
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  ومنه 
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 وبالتّالي 
[image: image145.wmf]4

0

C

C

x

y

ì

=

ï

ï

í

ï

=

ï

î

    أي C(4 ;0)
ﺒ) ABCD متوازي أضلاع معناه AD = BC  

وبما أن 
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 أي 
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 فإنّ 
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  ومنه 
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 أي  D((1 ;(5) 
ﺠ) النّقطة M منتصف [BC] إحداثياها 
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 أي 
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ومنه  
[image: image153.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

0

y

4

x

CN

N

N

   ولدينا 
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3CN= CA    تكافئ  
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ومنه 
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  أي 
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ندرس الارتباط الخطي للشّعاعين DM  وDN
لدينا 
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وبالتالي فإنّ الشّعاعين DM  وDN مرتبطان خطيا ، ومنه النّقط D ، N ، M هي في استقامية.

وضعية النّقطة N بالنّسبة إلى المثلّث BCD

نلاحظ أنّ  
[image: image161.wmf]DN

2

3

DM

=

 ومنه N هي مركز ثقل المثلّث BCD
د) معادلة للمستقيم 
للمستقيمين  و (AC) نفس الميل a حيث  
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ومنه للمستقيم  معادلة من الشّكل 
[image: image163.wmf]b
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وبما أنّ B تنتمي إلى  فإنّ 
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 ، ومنه b= 6 
وبالتّالي فإنّ 
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 هي معادلة للمستقيم 
ﻫ) التحقّق من أنّ 
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 هي معادلة للمستقيم (CD):

لدينا 
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أي أنّ كلّ من إحداثيي النّقطة C و النّقطة D تحقّق المعادلة 
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، وبالتّالي فهي معادلة للمستقيم (CD)
حساب إحداثيي نقطة تقاطع و(CD).

نحل جملة المعادلتين 
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  فنجد 
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   ومنه D'(9 ;3)

و) حساب أطوال أضلاع المثلّث ACE
الطّول AC   يحسب من العلاقة: 
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، وبنفس الطريقة نحسب AE و CE.  
لدينا 
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  و   
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  و      
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  ومنه   AE = CE

كما نلاحظ أنّ AE2  +  CE2  =  40    و AC2 = 40  أي AE2  +  CE2  =  AC2    ، وحسب عكسية نظرية فيثاغورس فإنّ المثلّث ACE قائم في E .

نستنتج مما سبق أنّ المثلّث ACE قائم في E ومتساوي السّاقين.




أصحيح أم خاطئ ؟
ـــــــــــــــــــــــــ

1. للشعاعين المتعاكسين أو المتساويين نفس الطويلة.
2. للشعاعين u و (5 u  نفس الاتجاه.
3. الشّعاع AB  +  BC  +  CD +  DE + EA  معدوم.
4. الشّعاع AB  +  DC  (  AC  +  BD   غير معدوم.
5. A ، B ، C ثلاث نقط لدينا: 5AB+AC=5AC 
6. إذا كان u= AB ( AC   فإنّ  u = AC 
7. A ، B ، C ، D ليست في استقامية.          إذا كان AB + CD = 0  فإنّ الرّباعي ABCD متوازي أضلاع.
8. النّقطة M تنتمي إلى [AB]  معناه  AM+MB=AB
9. النّقطة M تنتمي إلى [AB]  معناه  AM+MB=AB
10. الشعاعان المتعاكسان مرتبطان خطيا.
11. إذا كان || u || = 7  فإنّ || (3 u || = 21  
12. كلّ ثلاث نقط ليست في استقامية تعيّن معلما للمستوي.
13. في متوازي الأضلاع ABCD الذي مركزه I ، والنّقط  E ، F ، G ، H منتصفات أضلاعه  كما في الشّكل. لدينا :
أ) IB + ID  = 0    ،  ﺒ) AE  =CG    

ﺠ) CD=2 HI
د) EF = HG 

14. في الشّكل أدناه لدينا:
أ) A(1 ;3)  ، ﺒ) B(2 :1)   ، ﺠ) OC=3( i+j)
د) للنّقطتين A و C نفس الفاصلة  

ﻫ)  AB = ( u

[image: image176.png]



15. يوجد عدد حقيق  x بحيث 
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 متساويان
16. يوجد عدد حقيق  x بحيث 
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 مرتبطان خطيا.
17. الشّعاعان 
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 ، 
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 مرتبطان خطيا.
18. الشّعاعان 
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 مرتبطان خطيا.
19. إذا كان I منتصف [AB] ، وAI = x AB فإنّ x= 2 
20. إذا كان I منتصف [AB] ، وAI = x IB فإنّ x= (1 
21. الشعاع 
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 هو شعاع توجيه للمستقيم ذي المعادلة 
[image: image186.wmf]1

2

+

-

=

x

y


22. المستقيم ذو المعادلة 
[image: image187.wmf]7
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 ليس له شعاع توجيه
23. المستقيم ذو المعادلة x (2 y = 5   يشمل مبدأ المعلم. 

24. النّقطة A((2 ;1)  تنتمي إلى المستقيم ذي المعادلة y=5x + 11
25. النّقطة A((3 ;3)  تنتمي إلى المستقيم ذي المعادلة y=5x + 11
26. جملة المعادلتين 
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لها حل وحيد.
تساوي شعاعين ( مجموع شعاعين
ـــــــــــــــــــــــــ

27. انقل الشّكل أدناه ثمّ علّم النّقط النّقط L ، M ، N المعرّفة كما يأتي: AM = u ، BN= 2 u ، NC = 3 u 
[image: image189.png]



28. انقل كلّ من الأشكال الآتية على ورقة مسطّرة ، ثمّ أنشئ النّقط M ، N ، L حيث:
AM=u + v   ،  BN = u ( v  ،  ML = LN 

[image: image190.png]=T
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29. انقل الشّكل أدناه على ورقة مسطّرة ، ثمّ علّم النّقط L ، M ، N بحيث :
OL = OA + OB + OC

OM = ( OA + 2 OB + OC
ON= OA ( ( OB + OC )
30. ABCD متوازي أضلاع ، النّقط A' ، B' ، C' نظائر النّقط A ، B ، C بالنّسبة إلى النّقطة D 
أ) ما هي الأشعة التّي كلّ منها يساوي AB ؟  

ﺒ) ما هي الأشعة التّي كلّ منها يساوي AC' ؟  

31. ABC مثلّث كيفي ، أنشئ النّقط  D ، E ، F المعرّفة كما يأتي: BD=CB ،  CE=(AB ،  BF=(AC 
أ) بيّن أنّ الرّباعي AEBD متوازي أضلاع

ﺒ) بيّن أنّ النّقط  E ، A ، F هي في استقامية 

32. ليكن u = 2 AC + DA ( CA ( 2 BC 
         و v = CA + BC ( AC + AD     
أ) اكتب كلّ من u ، v على أبسط شكل ممكن
ﺒ) احسب u  +  v   .

33. A ، B ، C ثلاث نقط ليست في استقامية . أنشئ النّقطتين  M ، N العرّفة كما يأتي:
AM + AB = AC ، AB + NC = AC + BC
34. A ، B ، C ثلاث نقط ليست في استقامية. 
أ) أنشئ النّقطتين N ، M المعرّفتين بالعلاقتين الآتيتين على التّرتيب: AN = ( 2 AB   ،  CM = 2 AB + AC
ﺒ) بيّن أن النّقطة C منتصف [MN] .
35. A ، B ، C ، D  أربع نقط متمايزة ، بيّن أنّ 
AB  +  CD  =  AD  +  CB 
36. A ، B ، C ثلاث نقط ، أي المساويات الآتية تعني C منتصف [AB] ؟
أ)   AC =CB  ،     ب)  CA =-CB
ج)  AC + CB = 0  ،   د) AC +CB =0 

 هـ)  AB = 2 AC .
37. A ، B نقطتان من المستوي.
أ) بفرض I منتصف [AB] . بيّن أنه من أجل كلّ نقطة M فإنّ MA + MB = 2 MI    

ﺒ) بفرض MA + MB = 2 MI بيّن أنّ النّقطة I هي منتصف [AB]
ﺠ) صغ في جملة واحدة ما برهنت على صحته في الجزئين أ) و ﺒ)

38. ABC مثلّث .  G مركز ثقله . A' منتصف [BC] .
أ) بيّن أنّ GB + GC = 2 GA'
ﺒ) بيّن أنّ:  GA + GB + BC = 0
جداء شعاع بعدد حقيقي ( الارتباط الخطي لشعاعين
ـــــــــــــــــــــــــ

39. ABCD متوازي أضلاع مركزه النّقطة O. M منتصف [AB]، المستقيم الذي يشمل النّقطة D ويوازي (AC) يقطع المستقيم الذي يشمل النّقطة C ويوازي (BD) في النّقطة N.
 بيّن أنّ النّقط M ، O ، N في استقامية.

40. ارسم مثلّثا ABC ، وعلّم النّقطتين M و N بحيث 
[image: image193.wmf]AB
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 وAN=3AC . 
بيّن أن المستقيمين (CM) و (BN) متوازيان.

41. u ، v شعاعان غير معدومين ومرتبطان خطيا. 
أ) بيّن أنّ الشّعاعين 2 u +3 v  و u مرتبطان خطيا

ﺒ) بيّن أنّ الشّعاعين ( u +( v  و u مرتبطان خطيا وذلك من أجل كلّ عددين حقيقيين ( و ( .

42. [AB] قطعة مستقيم طولها 9cm . C نقطة منها حيث AC = 5cm 
جدْ العدد الحقيقي x حيث AC  =  x  AB 
[image: image194.png]



43. [AB] قطعة مستقيم.
بيّن أنّه إذا كانت M تنتمي إلى [AB] فإنّه يوجد عدد حقيقي k من (0 ;1( حيث AM = k AB 
44. ABC مثلّث كيفي . النّقط D ، E ، F  معرّفة كما يأتي:   BA =3 BE وCA = 4 CD  و
[image: image195.wmf]BC
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، وG منتصف [CE] .
بيّن أنّ (DE) و (AF) يتقاطعان في النّقطة G. 

(إرشاد: عبّر عن الشّعاعين BG ، BD  بدلالة BC وBA وكذلك بالنّسبة للشعاعين AG ، AF)

[image: image196.png]



45. A ، B ، C ثلاث نقط ليست في استقامية.
أ) أنشئ النّقطة M المعرّفة بالعلاقة 

     AM=3AB (2AC
ﺒ) بيّن أنّ النّقط C ، B ، M  في استقامية.(إرشاد عبّر عن الشّعاع CM بدلالة الشّعاعين AB ،AC  )
46. (AX] و (AY] نصفا مستقيم . B ، M نقطتان من (AX] ، وC ، N نقطتان من (AY] (كما في الشّكل أدناه) 
نضع AM = x AB   و  AN = y AC
أ) بيّن أنّه إذا كانBC  وMN مرتبطين خطيا فإنّ x=y
ﺒ) بيّن أنّه إذا كان x=y  فإنّ BC   و MN مرتبطان خطيا.

ﺠ) ما هي النظرية التّي برهنت عليها في هذا التّمرين 
[image: image197.png]



47. A و B نقطتان متمايزتان. الهدف من التّمرين هو إنشاء النّقطة M المحققة للعلاقة (MA+(MB = 0  في حالة  (=2 و (=3 .
أ) بيّن أنّه إذا كان 2 MA  + 3 MB = 0 فإنّ   MA وMB  مرتبطان خطيا.

ﺒ) هل للشعاعين MA وMB نفس الاتجاه ؟ وهل لهما نفس الطويلة ؟

ﺠ) عبّر عن AM  بدلالة AB ، ثمّ أنشئ النّقطة M .

48. A و B نقطتان متمايزتان ، M نقطة بحيث 
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عبّر عن AM  بدلالة AB ، ثمّ أنشئ النّقطة M .

التّعليم على مستقيم، وفي المستوي
ــــــــــــــــــــــــ

في التمارين من رقم 49 إلى 62، ينسب المستوي إلى معلم ( O ; i , j )
49. ليكن  A(3 ;1) ، OB = 2 i ( j               OC = ( AB  ، CD=OA+OB
علّم النّقط A ، B ، C ، D .

50. ليكن  u = 4 i + j ، v = (2 i + 3 j
أ) احسب مركبتي كلّ من الأشعة الآتية:

u + v  ،  u + 2 v  ، 
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ﺒ) ارسم ممثلا مبدؤه النّقطة O لكل من الأشعة السّابقة

51. من أجل أية قيمة لعدد x  تكون النّقط A ، B ، C في استقامية، في كلّ الحالتين الآتيتين:
أ) A(x ;3)  ،  B(4 ;5)  ، C(7 ;6) 

ﺒ) A(x ;5)  ،  B(x+4 ;3)  ، C(7 ;1) 

52. لتكن النقطان 
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. احسب إحداثيي النّقطة D بحيث يكون الرّباعي AOBD متوازي أضلاع .
53. لتكن النّقط A(2 ;3) ، B((4 ;3) ، C((5 ;(2) 
أ) علم النّقط A ، B ، C ، ثمّ احسب إحداثيي النّقطة D بحيث يكون الرّباعي ABCD متوازي أضلاع.

ﺒ) احسب إحداثيي النّقطة O مركز ABCD.

54. لتكن النّقط A(0 ;3) ، B(3 ;0)، C((1 ;2)، D(4;(4) 
أ) هل المستقيمان (AB) و (CD) متوازيان ؟

ﺒ) M نقطة فاصلتها  4 . عيّن ترتيبة M بحيث يكون المستقيمان (AB) و (CM) متوازيين.

55. بيّن فيما يأتي أنّ الشّعاعين u و v مرتبطان خطيا، ثمّ عبّر عن أحدهما بدلالة الآخر.
أ) u = i  +  3 j    و   
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ﺒ) 
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56. عيّن في كلّ ممّا يأتي العدد x بحيث يكون الشّعاعان u وv مرتبطين خطيا.
أ) 
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57. لتكن النّقطتان A((3 ;1) ، B(7;6) ، M نقطة فاصلتها 1  . عيّن ترتيب النّقطة M بحيث تكون النّقط A ، M ، B  في استقامية.
58. لتكن النّقطتان A((3 ;1) ، B(7;6) . أوجد علاقة بين x وy والتّي من أجلها تكون النّقطة M(x ;y) تنتمي إلى المستقيم (AB) .  
59. ABCD متوازي أضلاع ، النّقط  E ، F ، G  H معرّفة كما يلي: AD=3AE ، DC=3DF  CB=3CG ، BA=3BH . 
أ) أنجز شكلا مناسبا.

ﺒ) بيّن أن الشّعاعين HE و GF متساويان ، واستنتج نوع الرّباعي EFGH .

ﺠ) عيّن إحداثيي كلّ نقطة من النّقط E ، F ، G ، H في المعلم (B ;BC ;BA) ، ثمّ تحق من إجابة الجزء (ﺒ) تحليليا (أي باستعمال الإحداثيات).

60. في معلم متعامد ومتجانس ( O ; i , j ) علّم النّقط A(0 ;4) ، B(5 ;3) ، C(4 ;(2) ، D((1 ;(1) 
تحقّق من أنّ الرّباعي ABCD هو مربّع. 

61. ABCD متوازي أضلاع ، النقطة A' نظيرة النّقطة A بالنّسبة إلى النّقطة D ، النّقطة M منتصف [CD] .
أ) بيّن لماذا يمكن اعتبار (B ;BC ;BA) معلما للمستوي؟

ﺒ) عين إحداثيي كلّ من النّقط A ، B ، C ، D ، M ، A' في هذا المعلم.

ﺠ) بين باستعمال الإحداثيات المحصل عليها أنّ النّقطة M هي منتصف [BA'].
62. ABCD مربّع ، النّقطة M منتصف [BC] ، والنّقطة N معرّفة بالعلاقة CD=4 CN
أ) بيّن لماذا يمكن اعتبار (B ;BC ;BA) معلما متعامدا متجانسا للمستوي؟

ﺒ) بيّن تحليليا أنّ المثلّث AMN قائم في M.
[image: image211.png]M



 
في التّمارين من  64 إلى 68 نعتبر ( O ; i , j ) معلما متعامدا ومتجانسا. 

63. لتكن النّقط L((1;3) ، M(2 ;(1) ، N(3 ;6) .
أ) احسب أطوال أضلاع المثلّث LMN.

ﺒ) بيّن أنّ المثلّث LMN قائم ومتساوي السّاقين. 
64. لتكن النّقط A(1;2) ، B((2 ;6) ، C(3 ;6) ، D(6 ;2)
ما نوع  الرّباعي ABCD ؟

65. حدّد نوع الرّباعي ABEF إذا علمت أنّ:  A(1;2) ، B((2 ;6) ، E((6 ;3) ، F((3 ;(1)
66. أ) علّم النّقط A((2 ;1)  ، B(1 ;4)  ، C(6 ;(1) ، وبيّن أنّ المثلّث ABC قائم.
ﺒ) عيّن إحداثيي مركز الدّائرة المحيطة بالمثلث ABC واحسب نصف قطرها.

ﺠ) تحقّق من أنّ النّقطة M(1 ;(4) تنتمي إلى الدّائرة المحيطة بالمثلث ABC .

67. لتكن A(3;(1) ، B((3 ;1) ، M(x ;y)
أ) تحقّق من أنّ النقطتين A ، B متناظرتان بالنّسبة إلى النّقط O .

ﺒ) بيّن أن: النّقطة M متساوية المسافة عن طرفي [AB]  يكافئ   y = 3 x
ﺠ) عيّن قيم x في حالة المثلّث AMB متقايس الأضلاع.

معادلة مستقيم
ــــــــــــــــــــــــ

في التمارين الموالية ينسب المستوي إلى معلم     ( O ; i , j )
68. (D) مستقيم معادلته 3 x ( 5 y = 7  ، أوجد شعاع توجيه للمستقيم (D) ، وعيّن معامل توجيهه.
69. نفس التّمرين السابق بالنّسبة إلى المستقيم (D') ذي المعادلة 
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70. (D) مستقيم معادلته 3 x = ( 7  ، أوجد شعاع توجيه للمستقيم (D) . هل لـِ (D) معامل توجيهه ؟
71. ارسم المستقيمات (D1) ، (D2) ، (D3) ، (D4) ، (D5) حيث:
(D1): y = 3 x         (D3): 
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(D2): x =  ( 4        (D4): 
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72. لتكن النّقط  A(1 ;3) ، B(3 ;1) ، C(3 ;4) . 
اكتب معادلة لكل مستقيم من المستقيمات (AB) ، (BC) ، (AC) على الشّكل my+px=n ، ثمّ على الشكل y=ax+b
73. لتكن A(3 ;(2)  و u = 2 i  (  j  . جدْ معادلة للمستقيم الذي يشمل النّقطة A و u شعاع توجيه له.
74. جد معادلة للمستقيم الذي معامل توجيهه 
[image: image215.wmf]2
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 ويقطع محور التّراتيب في النّقطة التّي ترتبيتها ((5) .
75. (D) مستقيم معادلته 
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، اكتب معادلة للمستقيم (
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) الذي يوازي المستقيم (D) و يقطع محور الفواصل في النقطة التي فاصلتها4.
76. أ) جد معادلة للمستقيم (D) الذي معامل توجيهه 
[image: image218.wmf]2
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 ويشمل النّقطة A((2 ;(3) .
ﺒ) عيّن إحداثيي نقطة تقاطع (D) مع محور الفواصل ، وكذا إحداثيي نقطة تقاطعه مع محور التّراتيب.
77.  بيّن في كلّ من الحالتين الآتيتين أنّ  المستقيمين (D) و (D') متوازيان.
أ) (D): 2 x  ( 3 y = 1     

  (D'): 
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ﺒ) (D): (3 x  + 7 = 0  
         )
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جملة معادلتين خطيتين لمجهولين 
ــــــــــــــــــــــــ

ينسب المستوي إلى معلم ( O ; i , j )
78. في كلّ مما يأتي حل جملة المعادلتين ، ثمّ مثّل الحل بيانيا.
أ) 
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79. لتكن جملة المعادلتين(S): 
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ما هي القيم الممكنة للعدد k بحيث يكون للجملة (S) حل وحيد.

80. لتكن جملة المعادلتين(S): 
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أ) بيّن أنّ جملة المعادلتين(S) إمّا لا حل لها، وإمّا لها لا نهاية من الحلول. 

ﺒ) ما هي القيمة الممكنة للعدد k بحيث يكون للجملة (S) لا نهاية من الحلول.

81. لتكن النّقط A(0 ;5) ، B(6 ;2) ، C(7 ;4) ، D((2 ;1)
أ) بيّن أنّ المستقيمين (AB) و(CD) متقاطعان 

ﺒ) احسب إحداثيي نقطة تقاطعهما ، وتحقق من ذلك بيانيا.
82. نريد حل جملة المعادلتين (S): 
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أ) بوضع z 2 = x   و t 2 = y  اكتب جملة المعادلتين (S') المكافئة للجملة (S)  .

ﺒ) حل جملة المعادلتين (S') واستنتج حل الجملة (S) . 

83. نريد حل جملة المعادلتين (S): 
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أ) بيّن أنّ  x ( 0 و أنّ   y ( 2
ﺒ) بوضع 
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  اكتب جملة المعادلتين (S') المكافئة للجملة (S)  .

ﺒ) حل جملة المعادلتين (S') واستنتج حل الجملة (S) . 

84. عددان مجموعهما 15 ، إذا أضفنا إلى كلّ منهما العدد 3 صار أحدهما نصف الآخر.   جدْ هذين العددين.
85. بمناسبة انتقاله إلى الثّانوية نظّم يوسف وليمة دعا إليها تلاميذ قسمه. لاحظ أنه لو يجلس كلّ  5 تلاميذ حول طاولة فإنّ 3 منهم لا يجد لهم أماكن للجلوس، ولو يجلس كلّ  6 تلاميذ حول طاولة فإنّ 4 أماكن تبقى شاغرة.
ما هو عدد التلاميذ الذين دعاهم يوسف ؟ وما هو عدد الطاولات ؟
86. ABC مثلّث أطوال أضلاعه AB=9cm ، BC=10cm AC=6cm . منصف زاوية الرأس A يقطع [BC] في النّقطة D. احسب الطّولين BD   و CD .
مسائل
ـــــــــــــــــــــــــ

87. مستقيم أولر
ABC مثلّث كيفي ، O مركز الدّائرة المحيطة به، G مركز ثقله ، H نقطة تلاقي ارتفاعاته ، A' ، B'  منتصفا كلّ من [BC] ، [AC] على التّرتيب. 

1) البحث عن النّقطة X التّي تحقّق العلاقة :

OX = OA + OB + OC
أ) بيّن أنّ OB + OC = 2 OA' ، واستنتج أنّ AX=2OA'
ﺒ) استنتج أنّ النّقطة X تنتمي إلى ارتفاع المثلّث ABC المتعلق بالضلع [BC].

ﺠ) تحقّق بنفس الطريقة السّابقة أنّ النّقطة X تنتمي إلى ارتفاع المثلّث ABC المتعلق بالضلع


[image: image232.wmf][

]

AC
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د) ماذا تمثّل النّقطة X في المثلّث ABC ؟

2) أ) بيّن أنّ GB + GC = 2 GA' 

ﺒ) استنتج أنّ  GA + GB + BC = 0 
3) أ) بيّن أنّ OH = 3 OG  

ﺒ) ماذا يمكنك أنّ تستنتج بالنّسبة إلى النّقط O ، G ، H  .
* يسمّى المستقيم الذي يشمل النّقط O ، G ، H مستقيم أولر.

88. الهدف من هذه المسألة هو برهان خاصة بعدّة طرائق وذلك بتنويع الوسائل الرّياضياتيّة المستخدمة.
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ABCD متوازي أضلاع . E ، F منتصفا ضلعيه [AB] ، [AD] على التّرتيب. المستقيمان (CE) ، (CF) يقطعان [BD] في النّقطتين G ، H على الترتيب. 
بيّن أنّ:  BG  =  GH  =  HD   .

الطريقة (1) باستعمال خاصة مركز ثقل مثلث
أ) بيّن أنّ النّقطة G هي مركز ثقل المثلّث ABC .

ﺒ) عبّر عن الشّعاع BG بدلالة الشّعاع GO.

ﺠ) بنفس الطريقة السّابقة عبّر عن الشّعاع DH بدلالة الشّعاع HO.

د) استنتج مما سبق أنّ BG = GH = HD   ومنه المطلوب.

الطريقة (2) باستعمال المعلم (B ;BD ;BE) 
أ) عيّن إحداثيات النّقط المسماة في الشكل .

ﺒ) احسب مركبتي كلّ من الأشعة BG ،GH 

  HD 
ﺠ) استنتج مما سبق أنّ BG = GH = HD  ومنه المطلوب . 
الطريقة (3) باستعمال خواص هندسية أساسية
أ) لتكن M منتصف [CD]. بيّن أنّ المستقيم (AM) يشمل النّقطة H.

ﺒ) بيّن أنّ المستقيمان (AM) و (CE) متوازيين.
ﺠ) باستعمال نظرية طالس في كلّ من المثلّثين ABH و DCG بيّن أنّ:

       BG  =  GH  =  HD
89. p عدد حقيقي ، و ليكن 
[image: image234.wmf])
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 مستقيما معرّفا بالمعادلة  y =  x  +  p .
أ) ارسم في مستو مزوّد بمعلم المستقيمين 
[image: image235.wmf])

(D

0

 ، 
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ﺒ) بيّن أنّه من أجل كلّ عددين p  و p' فإنّ المستقيمين [image: image237.wmf])
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p

 ، 
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 متوازيان .

ﺠ) احسب بدلالة العدد p إحداثيي النّقطتين Ap  وBp تقاطع المستقيم 
[image: image239.wmf])

(D

p

 مع محور الفواصل ومحور التّراتيب على التّرتيب.

د) احسب بدلالة العدد p إحداثيي النّقطة Mp  منتصف [ApBp] .

ﻫ) جد علاقة مستقلة عن p بين إحداثيي النّقطة Mp ، واستنتج المحل الهندسي لمجموعة النّقط  Mp .
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